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1. Introducción
En la actualidad, el análisis, diseño, generación de movimiento y desarrollo de robots

móviles son áreas de investigación de gran interés en el campo de la robótica. Esto se debe a
que los robots móviles tienen un amplio campo de aplicaciones en diversos ámbitos, donde los
más prometedores son la exploración espacial, la aplicación militar, respuesta a emergencias,
inspección, mantenimiento, logística, construcción, seguridad, entretenimiento y cuidado de
ancianos [1, 2]. Entre todos los robots móviles, se tiene al robot cuadrúpedo que es un robot
con 4 patas, donde cada una de estas suele tener desde 2 hasta 4 grados de libertad. Estos
tipos de robot son considerados superiores a los robots con ruedas debido a su potencial para
explorar diferentes tipos de terrenos [1]. Como ejemplos de este tipo de robots tenemos al
robot de código abierto: Solo [3], el Cheetah (MIT) [4], Anymal (ETH) [5], HyQ (IIT) [6], y
uno de los robots cuadrúpedos más avanzados e inteligentes actualmente, el robot Spot [7].

A pesar del gran interés que ha generado las aplicaciones de este tipo de robots y las inves-
tigaciones que se realizanntorno a este, la literatura existente con respecto a los fundamentos
físicos de este tipos de robots es muy escasa y no suele ser detallada. En ese sentido, en el
presente informe busca brindar a detalle el análisis cinemático y dinámico de un robot cua-
drúpedo con el objetivo de comprender los fundamentos del control cinemático y el control
óptimo del robot.

El presente informe se divide tres secciones. La sección 2 describe de manera consisa un
robot con base flotante, qué son las articulaciones actuadas y las coordenadas generalizadas
que se toman en cuenta para este trabajo. En la sección 3 se encuentra el análisis cinemático
donde se muestran las ecuaciones para cinemática directa, diferencial y cómo realizar el
control cinemático del robot. La sección 4 se enfoca en el análisis dinámico del robot, donde
se muestra el modelo dinámico para un robot con base flotante, las consideraciones a tomar
en cuenta para la estabilidad en la caminata del robot y un ejemplo de un esquema de control
propuesto basado en el centro de presión.

2. Robot con base flotante
Previo al análisis de un robot cuadrúpedo es importante identificar las características que

juegan un rol importante en el movimiento del robot. Una de las características más relevantes
que poseen este tipo de robots es su base flotante. Es decir, que su base, ubicada en el torso,
no se encuentra restringida a una superficie empotrada, sino que se mueve libremente junto
con el robot sin la necesidad de un actuador.

Este movimiento libre que posee la base flotante da lugar a un reto de control conocido
como subactuación. Este indica que el movimiento no puede controlarse directamente, sino
de forma indirecta a través del movimiento adecuado de las articulaciones, ya sea a nivel
cinemático [8] o dinámico [9]. Por lo tanto, es mandatorio que la representación de un robot
cuadrúpedo incluya el efecto de la base flotante en la cinemática y dinámica del robot, con
el fin de que se genere el movimiento de todo el cuerpo del robot y, por ende, se aproveche
la característica de este tipo de robots.

A continuacíón, se definen las articulaciones actuadas del robot, y la posición y orientación
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de la base flotante para finalmente definir las coordenadas generalizadas que representan la
posición y orientación del robot.

2.1. Articulaciones actuadas
La articulación de un robot permite la unión entre los eslabones rígidos del mismo. Una

articulación se denomina actuada cuando está asociada a un actuador que genera su movi-
miento, ya sea mediante un motor o un mecanismo de transmisión de movimiento. Asimismo,
las articulaciones de la mayoría de los robots cuadrúpedos permiten un movimiento rotacional
o lineal, denominadas juntas de revolución y prismáticas, respectivamente [10].

A continuación, utilizaremos la notación matemática utilizada en [8] para realizar la des-
cripción del robot. Entonces, consideremos un robot cuadrúpedo de n = r+ p articulaciones
actuadas, donde r es el número de articulaciones de revolución y p es el número de articu-
laciones prismáticas. En base a esta configuración, el robot posee un espacio articular de n
dimensiones. Este espacio articular contiene todos los posibles valores que la variable articu-
lar, qa pueda tomar. Es decir, qa =

[
q1 q2 · · · qn

]T ∈ Rn, donde cada valor articular qi
representa una articulación actuada con ciertos límites articulares.

2.2. Base flotante
En un robot cuadrúpedo, la base flotante, o simplemente base, está representada por el

torso o la cintura del robot. La posición y orientación (postura) de la base se representa como
sigue:

xb =

[
pb

φb

]
∈ SE(3) (1)

donde pb es la posición de la base, φb es su orientación dada por una parametrización de un
grupo especial ortoganal SO(3), y SE(3) indica que xb pertenece al grupo espacial euclideano
que dependiendo de la representación de la orientación puede tener 6 o 7 grados de libertad
(gdl). En el presente informe, la posición se representará mediante coordenadas cartesianas
p ∈ R3; y la orientación, mediante cuaterniones unitarios en el espacio Hamiltoniano Qb ∈ H,
por lo que se tendrá 7 gdl. Además, es importante mencionar que tanto pb y φb están
representados con respecto a un sistema de referencia inercial {I}.

2.3. Coordenadas generalizadas
Consideremos que el robot está conformado por N cuerpos, entonces se necesitan 7N coor-

denadas para especificar la posición y la orientación de todos los cuerpos en relación a un
marco de referencia inercial {I}. Sin embargo, las 7N coordenadas pueden expresarse como
funciones de un conjunto más pequeño de coordenadas q que son todas independientes, repre-
sentan el estado completo del robot y contienen tanto la base flotante como las articulaciones
actuadas. Las coordenadas de este conjunto se conocen como coordenadas generalizadas (q)
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[11]. Estas coordenadas q y el vector de velocidad q̇ se expresan como se muestra en (2).

q =

[
xb

qa

]
y q̇ =

[
ẋb

q̇a

]
(2)

donde cada término de q se definió en las secciones 2.1 y 2.2. Se debe notar que q̇ resulta de
derivar q, y por ende ẋb depende de la representación utilizada en xb. En ese sentido, se suele
utilizar la definición del twist de la base, ξb =

[
vb ωb

]T , para representar las coordenadas
de velocidad (3), puesto que es independiente de la parametrización euclideana dada por xb

[11]. La relación entre ξb y ẋb se determina en la sección 3.2.

q̇ =

[
ξb
q̇a

]
(3)

3. Análisis Cinemático
En esta sección analizaremos la cinemática directa y la cinemática diferencial de un robot

cuadrúpedo. En base a ello, se muestran algunos esquemas de control cinemático de la po-
sición, orientación o ambos a la vez. Como se mencionó anteriormente, en el análisis de un
robot cuadrúpedo se debe tener en cuenta el efecto del movimiento libre de su base, por lo
que primero se analizará al robot como si su base estuviera fija, y luego se añadirá el efecto
de su base flotante.

3.1. Cinemática Directa
El objetivo de la cinemática directa es calcular la posición y orientación del efector final,

con respecto a su base fija, como función de las articulaciones actuadas [12]. Supongamos que
el marco de referencia de su base se denomina como {B}, entonces la expresión matemática
de la cinemática directa se puede mostrar como:

Bxi = fi(qa) ∈ SE(3) (4)
donde i = 1, 2, 3, 4 corresponde a cada una de las patas del robot, y fi es una función que
transforma los valores articulares en la posición Bpi y orientación Bφi del extremo de la pata
del robot (efector final). Los métodos más comunes para calcular dicha función es mediante
un análisis geométrico de la estructura del robot [12] y el método de Denavit-Hartenberg
(DH) [13]. Una vez definido la posición y orientación del efector final, es necesario realizar
la transformación de la base a un sistema de referencia inercial e incluir el efecto de la base
flotante del robot.

La posición de la i-ésima pata con respecto al sistema inercial (Ipi), se puede expresar en
coordenadas cartesianas como:

Ipi =
IRB(φb)

Bpi + pb (5)

donde IRB(φb) es la matriz de rotación que representa la orientación del sistema de referencia
{B} con respecto al sistema de referencia inercial {I}, y depende de la orientación de la base
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φb. Por otro lado, la orientación del i-th pata con respecto al sistema inercial (IQi), se puede
expresar mediante cuaterniones en el espacio Hamiltoniano como:

Iφi = φb
BQi (6)

donde φb se definió en la sección 2.2, y BQi es el cuaternión que describe la orientación
del i-ésima pata con respecto a la base del robot. Note que la multiplicación en (6) es una
multiplicación estándar entre cuaterniones. Por lo tanto, (5) y (6) muestran la cinemática
directa de la posición y orientación del robot cuadrúpedo para cualquiera de sus patas.

3.1.1. Cinemática directa del Robot Solo

A continuación, se muestra la implementación de la cinemática directa en el robot Solo
[3]. Este robot cuenta con una base flotante y 3 gdl en cada una de sus patas. Para determi-
nar su cinemática directa se utilza un análisis geométrico que encuentra la transformación
homogénea que relaciona el sistema de referencia del extremo de la pata del robot con el
sistema de referencia inercial. En la figura 1a se muestran los sistemas de referencia del robot
y en la figura 1b se muestran los parámetros necesarios para obtener las transformaciones
homogéneas. Asimismo, la Tabla 1 muestra los valores de los parámetros mostrados en 1b.

Tabla 1: Valores de los parámetros del robot Solo

L m n d2 d3 a2 a3

Medidas [cm] 19.46 8.75 1.4 3.745 0.8 16 16

(a) Sistemas de referencia del robot (b) Parámetros del robot

Figura 1: Robot cuadrúpedo Solo

A partir de lo anterior, es posible obtener (4) mediante la relación de las transformaciones
homogéneas. A partir de (7) se implementa (5) y (6) realizando las conversiones necesarias.

BTE =B TS
STUL

ULTLL
LLTE (7)
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Una vez establecidas las ecuaciones, se indican las posiciones articulares de las articu-
laciones actuadas, y la posición y orientación de la base flotante. En la figura 2a se ob-
serva al robot con su base en la posición xb = [0 0 0.3 1 0 0 0] y sus articulaciones
qa = [0 90.5 1 0 90.5 1 0 0.5 91 0 0.5 91], donde las 3 primeras articulaciones corres-
ponden a la pata delantera derecha, las tres siguientes a la pata delantera izquierda, y así
sucesivamente con la pata trasera derecha e izquierda. Asimismo, en la figura 2b se tiene
xb = [0.5 0.55 0.3 1 0 0 0] y sus articulaciones qa = [0 90.5 1 0 91 1.5 0 0.5 91 0 0.5 91].
Los marcadores rojos indican la posición obtenida mediante la cinemática directa implemen-
tadas por (5) y (6). Cabe mencionar que se utiliza el software de Rviz y ROS (Robot Operating
System) para realizar la visualización del robot y de los marcadores rojos, los cuales indican
la posición deseada de las patas del robot.

(a) Posición 1: Base fija (b) Posición 2: Base flotante y pata en alto

Figura 2: Cinemática directa del robot Solo

3.2. Cinemática Diferencial
La Cinemática Diferencial nos brinda la relación entre la velocidad de las coordenadas

generalizadas del efector final (twist) y la velocidad de las articulaciones actuadas. Este
mapeo se describe mediante una matriz, denominada Jacobiano geométrico, que depende de
la configuración del robot [12]. Esta definición aplica para robots manipuladores seriales, pero
se puede extender el Jacobiano de este tipo de robots a un robot cuadrúpedo añadiendo los
términos que representan el efecto de la base flotante. Esto es de gran importancia para el
control cinemático, pues nos permite aprovechar la libertad espacial que le brinda la base
flotante al robot.

Si la base fuera fija, tanto la posición y velocidad de cada eslabón se representarían bajo el
sistema de referencia de su base {B}, pero dado que ahora esta base es libre, estas se deben
expresar bajo el sistema de referencia inercial {I}. Entonces, consideremos el extremo de la
i-ésima pata del robot, cuya posición con respecto a {I} está dada por pi y su velocidad
lineal como vi, donde ambas ∈ R3. Usando las relaciones fundamentales de la cinemática, y
asumiendo que ningún otro eslabón del robot tiene movimiento, la velocidad lineal de dicho
extremo i está dada por:

vi = vb + ωb × (pb − pi) = vb + Spωb (8)
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donde Sp representa la matriz antisimétrica asociada al vector pb − pi, de tal modo que:
ωb × (pb − pi) = Spωb, donde ωb es la velocidad angular de la base flotante.

Dado que se asume que ningún otro eslabón del robot tiene movimiento, entonces la
velocidad angular de la base se transmite al extremo de la i-ésima pata del robot. Es decir:

ωi = ωb (9)

Cabe mencionar, que si bien (8) y (9) hacen referencia a los extremos de cada pata del robot,
estas también aplican para cualquier eslabón de la pata del robot. Así, las ecuaciones pueden
expresarse de forma general como vj,i = vj,b+S(ωj,b)(pj,b−pj,i) y ωj,i = ωj,b, donde j indica
el j-ésimo eslabón e i indica la i-ésima pata del robot. Sin embargo, dado que nuestro interés
está en el efector final, se utilizará la notación de dichas ecuaciones.

Reordenando las ecuaciones (8) y (9), el twist con respecto al sistema de referencia {I}
(ξi) y el twist de la base flotante se relacionan como sigue (ξb):

ξi =

[
I Sp

0 I

]
ξb (10)

donde I,0 ∈ R3 son la matriz identidad y una matriz de ceros, respectivamente.
Con el objetivo de determinar la cinemática diferencial del robot, es necesario encontrar

la relación entre ξb y ẋb, de tal modo que luego sea posible relacionar ξi con ẋb mediante
(10). Dado que utilizamos cuaterniones para expresar la orientación del robot, al derivar (1)
con respecto al tiempo, tenemos que:

ẋb =

[
ṗb

Q̇b

]
(11)

Luego, podemos establecer la relación entre ξb y ẋb como sigue:

ξb =

[
vb

ωb

]
=

[
I 0
0 T (Qb)

]
ẋb (12)

donde la relación entre vb y pb es la matriz identidad siempre y cuando se utilicen coorde-
nadas cartesianas para representar la posición. Además, T (Qb) ∈ R3×3 se muestra en (13) y
relaciona la velocidad angular con la derivada del cuaternión de tal modo que ωb = T (Qb)Q̇b

[14], donde Q̇b = (ω̇, ϵ̇x, ϵ̇y, ϵ̇z).

T (Q) = 2
[
−ϵ wI + ϵ̂

]
= 2

−ϵx w −ϵz ϵy
−ϵy ϵz w −ϵx
−ϵz −ϵy ϵx w

 (13)

Ahora, reemplazando (12) en (10), es posible relacionar la derivada de la posición y orien-
tación del robot y el twist del efector final del robot como sigue:

ξi = Jbẋb (14)

donde
Jb =

[
I SpT (Qb)
0 T (Qb)

]
(15)
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Dado que este incluye el efecto de la base flotante, Jb se denomina como el Jacobiano geo-
métrico de la base flotante [15, 8].

Finalmente, para determinar la relación entre el twist del efector final de la i-ésima pata
del robot con la velocidad de las coordenadas generalizadas, descrita en (2), está dada por:

ξi =

[
I SpT (Qb)

IRb(Qb)
BJv

0 T (Qb)
IRb(Qb)

BJω

] [
ẋb

qa

]
= JG(q)q̇ (16)

donde JG es el Jacobiano geométrico completo del robot, IRB(Qb) es definido como en (5).
Note que (16) muestra la cinemática diferencial del robot. Además, BJv y BJω corresponden
a los Jacobianos geométricos de los eslabones asociados solamente con las articulaciones
actuadas y representados con respecto a la base del robot ({B}). Asimismo, se sabe que para
las articulaciones de revolución del robot cuadrúpedo se tiene que Jvj = zj−1 × pj−1,N y
Jwj

= zj−1 de tal modo que BJv =
[
Jv1 Jv2 · · · Jvj

]
y BJω =

[
Jω1 Jvω2

· · · Jωj

]
.

3.3. Control Cinemático
El movimiento deseado de un robot, con configuración articular q y n grados de libertad,

puede ser descrito especificando un conjunto de tareas, definidos como funciones de tarea
[16]. Se emplea este enfoque de funciones de tarea, pues es utilizado ampliamente en robots
redundantes, como lo son los robots cuadrúpedos [17, 8, 18]. Para definir correctamente
una tarea para el control cinemático, se especifican tres elementos: el Jacobiano de tarea,
la función de la tarea y la referencia de la tarea. Luego de ello, se muestra el esquema de
control cinemático para la posición de robot. A continuación, se definen como ejemplos las
tareas cinemáticas de posición y orientación, y postura. Finalmente, se muestra el control
cinemático del robot Solo aplicado a la caminata del mismo.

3.3.1. Jacobiano de la tarea

Las funciones de tarea se representan generalmente en términos de un Jacobiano de ta-
rea, también conocido como Jacobiano Analítico (JA), y son usadas para proporcionar una
referencia de velocidad para las articulaciones del robot. A continuación, se determina la
expresión que calcula JA, en función de JG.

En (12) se obtuvo la relación entre ξ y ẋ, pero esta se puede reordenar de tal modo que
se obtenga una expresión más general. Esta viene dada por ẋ = E(x)ξ, o de forma más
específica:

ẋ =

[
ṗ(q)
φ̇(q)

]
=

[
Ep(p) 0
0 Eo(φ)

]
ξ (17)

donde Ep(p) es la matriz identidad y Eo(φ) es la pseudo-inversa de T (Qb), la cual se denota
como T (Qb)

# y se calcula como sigue:

T (Q)# =

[
−ϵT

wI − ϵ

]
(18)
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Además de ello, de la definición del Jacobiano Analítico [12], sabemos que ẋ = JAq̇; y
del análisis de la cinemática diferencial, sabemos que ξ = JG(q)q̇. Reemplazando en (17), se
obtiene que JA(q) = E(x)JG(q), o de forma más específica:[

Jp(q)
Jo(q)

]
=

[
Ep(p) 0
0 Eo(φ)

] [
Jv(q)
Jω(q)

]
(19)

donde Jp y Jo corresponden a los términos de posición y orientación del Jacobiano Analítico;
mientras que Jv y Jω, a los términos de velodidad lineal y angular del Jacobiano Geométrico,
respectivamente.

La ecuación (19) nos indica que el Jacobiano de tarea puede ser calculado directamente
de (16) utilizando una representación adecuada de la orientación (Eo(φ)), a pesar de que la
definiciónde JA dependa directamente de la posición y orientación del robot.

3.3.2. La función de la tarea

Sea una tarea i denotada por ei, y el Jacobiano de dicha tarea como Ji =
∂ei
∂q

, de modo
que:

ėi = Jiq̇ (20)
donde ėi es la velocidad de la tarea, y q̇ se define como (2).

Representemos como s la configuración actual en un espacio de tarea dado, y la confi-
guración deseada como s∗. Entonces, la tarea ei se define como la diferencia entre ambas
configuraciones:

ei = s⊖ s∗ (21)
donde ⊖ es el operador de diferencia en el espacio de la tarea. Esta definición lo convierte en
un problema de regulación, es decir, de lograr que el efector final del robot alcance un punto
deseado [12].

3.3.3. Referencia de la tarea

La referencia de la tarea está dada por:

ė∗ = −λe, λ > 0 (22)

donde λ es la ganancia cinemática de la tarea y garantiza la estabilidad asintótica del error
a 0. Esto debido a su comportamiento exponencial decreciente.

3.3.4. Esquemas de Control y de la función de tarea

El esquema de control que se utilizará para realizar el control de posición del robot es el
solucionador de cinemática inversa ponderada (SCIP) definido en [17]. Este esquema recibe
como entradas las tareas cinemáticas (t) que definen el movimiento deseado y devuelve la
velocidad articular generalizada que mejor satisface el siguiente problema de optimización:

min
q̇a

{ t∑
i=1

wi∥ėi − Jiq̇a∥2
}

(23)
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Esto indica que las tareas con mayor peso se satiscen en mayor medida, pero puede ocurrir
que existan tareas conflictivas que no se satisfagan por completo, pero que exista un equilibrio
entre ellas.

En base a [17], se grafica el esquema de control en el cual se incluye el esquema de la
función de tarea (ver Figura 3). Como se mencionó, el SCIP recibe como entradas las tareas
cinemáticas, las cuales pueden ser varias, sin embargo, en el esquema se muestra solo uno
por simplicidad.

Figura 3: Esquema de control cinemático y de la función de tarea

Como se muestra en la Figura 3, la salida del controlador cinemático son las velocidades
articulares. Para ser capaces de controlar al robot, mediante la posición articular, es necesario
realizar algún método de integración, de los cuáles se escoge el método de Euler por ser el más
sencillo de implementar y porque brinda buenos resultados mientras el tiempo de integración
(∆T ) sea pequeño. Por lo general, va desde 1 ms a 10 ms [8]. En ese sentido, el esquema de
integración es:

qa[k + 1] = qa[k] + ∆T q̇a[k] (24)
donde qa[k] y qa[k + 1] representa el valor de qa en el tiempo k y un instante después,
respectivamente. Luego, la salida de (24) va directamenete a las articulaciones del robot.

Finalmente, se retroalimenta el sistema midiendo la posición y orientación de la base
flotante del robot y las posiciones articular del robot. En la práctica, la posición y orientación
de la base flotante se obtiene integrando las mediciones obtenidas por una Unidad de Medición
inercial (IMU), y las posiciones articulares mediante encoders magnéticos.

Sin embargo, si es que las mediciones del IMU no se encuentran disponibles, es posible
realizar un esquema de integración similar al de (24) para obtener la posición de la base
flotante. Para ello, reemplazamos qa por xb y q̇a por ẋb. Con respecto a la orientación de
la base flotante, el método de integración en (24) no es suficiente cuando se trabaja con
cuaterniones, puesto que no se puede asegurar que se obtengan cuaterniones unitarios. De
acuerdo con [8], una solución usar la representación eje/ángulo de tal modo que:

∆Q = (cos(∆θ∆T/2),usin(∆θ∆T/2)) (25)

donde ∆T es el tiempo de control, ∆θ representa la magintud del ángulo del rotacón (∥ω∥),
u = ω

∥ω∥ , de modo que ωb = T (Q)Q̇b [14]. A partir de (25), se puede obtener el cuaternión
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de la orientación como la multiplicación de dos cuaterniones:

Q[k + 1] = ∆Q[k]Q[k] (26)

donde Q[k] y Q[k + 1] representa el valor de Q en el tiempo k y un instante después,
respectivamente.

3.3.5. Ejemplos de funciones de tareas

A continuación, se muestran algunos ejemplos de tareas cinemáticas, como el control de
posición, orientación, posición y orientación, y postura. En cada una de estas tareas se definirá
la función de tarea, se determinará su jacobiano y se utilizará la referencia de tarea establecida
en 3.3.3.

A. Tarea de posición
El objetivo de esta tarea es mover un punto operacional del robot, en nuestro caso el
extremo de la pata del robot, a una posición deseada. Dado que solo se requiere llegar a
la posición deseada, no es necesario considerar la orientación. Entonces, definimos p(q)
como la posición actual del extremo de una de las patas del robot, y además definimos
pd como la posición deseada. Al igual que en los análisis anteriores, se utilizan las
coordenadas cartesianas para representar p(q) y pd en R3. Por lo tanto, el error de
posición viene dado por:

e = pd − p(q) (27)
Donde pd se calcula como en (5). Además, dado que solo se hace uso de la posición, el
jacobiano de la tarea viene dado por el término correspondiente a la velocidad lineal,
es decir:

J =
[
I SpT (Qb)

IRb(Qb)
BJv

]
(28)

Finalmente, la tarea de posición queda completamente definida por (27), (28) y (22).

B. Tarea de orientación
El objetivo de esta tarea es rotar un punto operacional del robot, en nuestro caso el
extremo de la pata del robot, de tal modo que alcance la orientación deseada. Dado que
solo se requiere llegar a la orientación deseada, no es necesario considerar la posición. Al
igual que en los análisis previos, se utilizan los cuaterniones unitarios para representar
la orientación del robot. Entonces, definimos Q = (w, ϵ) como la orientación actual
del extremo de una de las patas del robot, y además definimos Qd = (wd, ϵd) como la
orientación deseada.
El error de la orientación de Q a Qd, en el espacio H, se define como: Qe = QdQ

−1,
donde Qe es el cuaternión que representa el error en la orientación y será igual a (1,0)
cuando Q y Qd sean iguales [14]. Entonces, dado que la identidad representa un error
de 0, la tarea de la orientación e puede definirse en términos de Qe = (we, ϵe) como
sigue:

e =

[
we − 1
ϵe

]
(29)
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Por otro lado, el Jacobiano J(q) para esta tarea describe la relación entre la taza de
cambio del cuaternión y la velocidad articular, es decir es igual a Jo(q) en 19. De forma
más específica:

J(q) = T (Q)#Jω(q) (30)
donde T (Q)# se define en 18 y Jω(q) como la segunda fila de (19).
Finalmente, la tarea de posición queda completamente definida por (29), (30) y (22).

C. Tarea de posición y orientación
Esta tarea consiste en controlar tanto la posición como la orientación (a la vez) de
un punto operacional dado, en nuestro caso el extremo de una pata del robot. En ese
sentido, la tarea de la posición y orientación e peude ser representada como:

e = P ∗ ⊖ P (31)

donde P ∈ SE(3) es una representación de la posición y orientación del robot, P ∗

es la posición y orientación deseada y ⊖ es el operador de diferencia. Dado que uti-
lizamos coordenadas coortesianas para represntar la posición, y cuaterniones, para la
orientación, el error es definido como en (27) y (29). Asimismo, el Jacobiano de la
tarea se determinó en (19). lo Por lo tanto, la tarea de posición y orientación e queda
completamente definida por (31), (19) y (22).

D. Tarea de postura
El término postura, en el esapcio articular, denota una configuración articular es-
pecífica de todos o un subconjunto de las articulaciones presentes en el robot. Sea
qs = {qi, qj, · · · , qk}, donde 0 ≤ k ≤ n − 1, un subconjunto arbitrario de las articula-
ciones del robot, y sea qd la postura deseada del robot. Entonces la tarea de postura
queda definida como sigue:

e = q̃d − q̃ (32)
donde e es el vector de la tarea de postura,cuyo tamaño depende de la cantidad de
articulaciones que serán controladas.
Con respecto al Jacobiano de la tarea (J(q)), dado que esta tarea se define en el espacio
articular, entonces el jacobiano asociado tiene la siguiente forma:

J(q) =
[
0b Jq

]
(33)

donde 0b es una matriz de ceros correspondiente a la base flotante (parte subactuada),
cuyo tamaño es de 1× 7 debido a la representación de la misma, y Jq es un vector de
unos correspondiente a las articulaciones actuadas.
Por lo tanto, la tarea de postura e queda completamente definida por (32), (33) y (22).

3.3.6. Control Cinemático del robot Solo

La implementación del control cinemático consiste básicamente en crear una serie de fun-
ciones que implementen el jacobiano de la tarea, la función de la tarea, y la referencia de las
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tareas mostradas en 3.3.5 para cada una de las patas del robot Solo. En esta sección, se im-
plementará la tarea de posición tanto para las articulaciones actuadas como la base flotante,
de tal forma que se pueda visualizar la caminata del robot y el control del movimiento de
una pata.

A. Caminata del Robot
En la figura 4 se puede observar una serie de figuras que muestran la caminata del
robot. Para lograr ello, se inicializó la posición del robot como en 2a y se procedió a
realizar primero el movimiento de la pata delantera izquierda junto al movimiento de la
base (figura 4a). Luego, se realizó el movimiento de la pata trasera izquierda (figura 4b).
Paso seguido, se realiza el movimiento similar de las patas derechas del robot (figuras
4c y 4d). Y el movimiento se repite de forma seccuencial (figuras 4e y 4f). También se
puede observar, en las figuras 4g, 4h y 4i, el movimiento luego de que el robot da unos
pasos. Cabe mencionar que se utilizó un valor de λ = 4.0 en (22) y un valor de w = 1.0
en (23) para cada una de las tareas.

(a) Posición 1 (b) Posición 2 (c) Posición 3

(d) Posición 4 (e) Posición 5 (f) Posición6

(g) Posición 4 (h) Posición 5 (i) Posición6

Figura 4: Control cinemático de la caminata del robot

B. Movimiento de una pata
En la figura 5 se puede observar una serie de figuras que muestran cómo se levanta la
pata derecha del robot hasta cierta posición deseada. En este caso, la base no está fija,
sino que puede desplazarse.
En la figura 5a se muestra la pata derecha levantándose del suelo y continúa su tra-
yectoria como se muestra en las figuras 5b y 5c, para finalmente llegar a su posición
deseada (figura 5d). Se debe notar que se ha relizado un desplazamiento de la base
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desde su posición inicial (figura 5a) hasta su posición final (figura 5d). Cabe mencionar
que para cada una de las tareas se utilizaron los mismos valores de λ y w que en la
caminata del robot.

(a) Posición 1 (b) Posición 2

(c) Posición 3 (d) Posición 4

Figura 5: Control cinemático de la caminata del robot

El análisis cinemático de las articulaciones actuadas y la base flotante nos ha permitido
tener un primer acercamiento al movimiento de los robots cuadrúpedos, desde la cinemática
directa de sus patas hasta el control cinemático del robot. En el contexto del análisis cine-
mático, el movimiento se puede mejorar generando la trayectoria de cada pata o incluso de
cada articulación, pero esto puede llegar a ser un proceso muy tedioso y sensible a externa-
lidades. Además, si bien se logra controlar la caminata del robot y el movimeinto de la pata
de forma manual, esta no se visualiza de forma totalmente natural, puesto que no se simulan
las fuerzas externas ni se modela el contacto físico entre las patas del robot y el suelo. Para
solucionar ello es necesario realizar un análisis de la dinámica del robot, la cual se presenta
en la siguiente sección.
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4. Análisis Dinámico
En esta sección se analizará el modelo dinámico de un robot con base flotante, la cual

toma en cuenta las fuerzas del entorno sobre el robot para realizar el movimiento del robot.
Además se muestra cómo se mantiene la estabilidad de un robot cuadrúpedo durante la
caminata y un esquema de control utilizando un método de lazos cerrados en cascada y el
modelo dinámico del robot.

4.1. Modelo dinámico de un robot con base flotante
La dinámica de los robots con base flotante se considera más compleja que una de un

robot con base fija ya que se debe tener en cuenta, aparte de los torques que genera cada
motor, las fuerzas del entorno hacia el robot para poder controlar la posición y orientación
de la base flotante de manera correcta. Asimismo como se mencionó en la sección 2, la base
del robot se controla indirectamente a través del movimiento articular de los motores y las
reacciones que el entorno genera sobre el robot. Esto se representa de la misma forma que en
la ecuación 2

q =

[
xb

qa

]
∈ Rd+7 (34)

donde xb ∈ R7 representa a la posición y orientación de la base flotante y qa ∈ Rd re-
presenta las d articulaciones actuadas en el robot que se encuentran en las extremidades y
controlan el movimiento del sistema. Como los términos de xb no están relacionados directa-
mente a un actuador, en la bibliografía [19] se suele usar la matriz de selección S junto con
el vector de torques τ del robot:

Sτ =

[
0
I

]
τ =

[
0
τa

]
(35)

Donde τa son los torques generados por los actuadores en las articulaciones. Teniendo en
cuenta lo dicho anteriormente y las reacciones de las superficies que estan en contacto con el
robot, el modelo dinámico de un robot con base flotante se representa como:

M (q)q̈ +C(q, q̇) +G(q) = Sτ +
∑
i

JT
i λi (36)

donde M , C, G, J y λ son la matriz de inercia, fuerzas de Coriolis y centrífugas, fuerzas
gravitacionales, Jacobiano geométrico del efector final y fuerzas externas aplicadas, respecti-
vamente.

4.2. Dinámica inversa con el enfoque de funciones de la tarea
Las funciones de la tarea presentadas en la sección 3.3 se pueden extender al control

por dinámica inversa. El control por dinámica inversa se realiza considerando los torques
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generalizados y la configuración articular del robot, la cual se describe por su segunda derivada
q̈. Por esta razón, se debe encontrar una relación dentre la aceleración de la tarea ë y la
aceleración articular q̈ si se quiere utilizar el enfoque de funciones de la tarea. Esta relación
se obtiene derivando la ecuación (20).

ëi = J̇iq̇ + Jiq̈ (37)

Se puede reemplazar Jiq̈ en la ecuación del modelo dinámico del robot para obtener la
expresión de dinámica inversa relacionando el espacio de la tarea con el control. Para el
modelo dinámico se tomará en cuenta el usado en [20] el cual considera b = C + G de
nuestro modelo y no considera el efecto de las fuerzas externas. La expresión obtenida es la
siguiente:

ë+ (JM−1b− J̇ q̇) = JM−1τ (38)

Esta ecuación tiene la misma estructura de la formulación genérica de la función de la
tarea r+δ = Gu el cual se encuentra mayor explicado en [20]. Es este caso δ = JM−1b− J̇ q̈,
la entrada de control es el vector de torques u = τ , el mapa G = JM−1, la cual es una
función del Jacobiano.

Finalmente el problema se reduce en encontrar el torque de control deseado τ ∗ que va
a generar la referencia de ë∗ usando las aceleraciones articulares necesarias. La ecuación
genérica para la ley de control es:

u∗ = G#(r∗ + δ) + PGu2 (39)

Reemplazando esta ecuación con los valores obtenidos anteriormente se convierte en:

τ ∗ = (JM−1)#(ë∗ + JM−1b− J̇ q̇) + PJM−1 τ̄ (40)

donde PJM−1 es el proyector en el espacio nulo de JM−1 y τ̄ es un vector arbitrario que
puede ser usado para controlar más tareas de baja prioridad.

4.3. Estabilidad de caminata
En robot con más de dos extremidades se puede garantizar la estabilidad de la caminata del

robot, sin tomar en cuenta los efectos inerciales del cuerpo y las piernas, siempre y cuando el
centro de masa (CoM) del robot se encuentre proyectado en el polígono de soporte del robot.
Este polígono se define por las piernas del robot que se mantienen en contacto con el piso
mientras las otras piernas se mueven para realizar el movimiento.

Dentro del polígono de soporte se puede definir un margen de estabilidad el cual puede
ser: a) la distancia mínima desde la proyección del centro de masa a uno de los bordes del
polígono; b) la distancia mínima desde la proyección del centro de masa a los bordes del
polígono en la proyección del movimiento del robot. También llamado margen de estabilidad
longitudinal. Esto se explica mejor en la figura 7.
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Figura 6: Polígono de soporte de un robot con múltiples patas [21]

Figura 7: Márgenes de estabilidad de un robot cuadrúpedo [21]

4.4. Ejemplo de esquema de control
En la figura 8 la generación de trayectoria del CoM se encuentra en el bloque de Motion

planner, y es así como genera aceleración, velocidad y posición deseados para las articulaciones
del robot. La aceleración se envía a un bloque de dinámica inversa, el cual también recibe la
posición y velocidad actuales del robot, y las fuerzas de contacto con el suelo; para generar
un valor de torque τff . Por otro lado la velocidad y posición deseada de las articulaciones se
restan con los valores actuales del robot para dar paso al control de posición PID y generar
otro valor de torque τfb. Estos dos torques se suman para generar el valor de torque deseado
τd que se envía al control de torque de bajo nivel.

Dentro del esquema de control de torque de bajo nivel se encuentra un bloque de control
PID de torque que tiene como entrada el error del torque deseado y el medido. También hay
un bloque feed-forward compensador de eficiencia, que tiene como salida corriente iff y se
rige por la siguiente ecuación:

iff (τd) =
1

NKτ

τd
µαµk

(41)

donde N es el gear ratio;Kτ , la constante de torque en Nm/A µα, el coeficiente de tem-
peratura/cambio de velocidad; y µk, el coeficiente de carga de torque. Los dos últimos se
pueden encontrar en las fichas técnicas de los motores. Por último también hay un bloque
de compensación de fricción de los motores, la cual tiene como entrada velocidad de giro del
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Figura 8: Esquema de control [22]

motor y como salida la corriente iv, y se rige por la siguiente ecuación:

iv(θ̇) =
1

NKτ

(
fc +

fs − fc

1 + (θ̇/θ̇s)2
+ fvθ̇

)
(42)

donde fc es la fricción de Coulomb; fs, stiction (fricción estática?); fv, fricción viscosa; y
θ̇s es la velocidad característica de la curva de Stribeck.

La suma de las corrientes: iff , iv y la salida del control PID de torque, producen la corriente
deseada id la cual es la entrada real al motor.

4.5. Generación de trayectorias con ZMP

4.5.1. Cálculo del ZMP

En [22] proponen un planeador de trayectoria que utiliza el Zero-Moment Point (ZMP)
para generar la referencia del centro de masa del robot. El ZMP se puede calcular utilizando
dos métodos distintos. El primer método es conocido como el modelo cart-table [23] en donde
la posición del ZMP se obtiene de la siguiente forma:

px = xc −
zc
g
ẍc (43)

Donde px es la posición del ZMP el eje x; xc y ẍc la posición y aceleración del CoM en el
eje x; zc la posición del CoM en el eje z; y g es la aceleración de la gravedad. Para obtener la
posición del ZMP en la dirección y se realiza de la misma forma. Este método tiene una des-
ventaja: cuando la aceleración del CoM es cero, el ZMP corresponde a la proyección del CoM.
Esta característica obliga al robot a estar planeando la posición del ZMP constantemente
durante su recorrido y puede causar inestabilidad en terrenos irregulares.
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El segundo método se denomina como ZMP directo basado en fuerza. Para el uso de este
método se requiere el control de la fuerza ejercida sobre el piso. La expresión para el cálculo
del ZMP es:

pZMP =

[
px
ZMP

py
ZMP

]
=

∑
pCoM
i × Fi∑

Fi

(44)

donde pZMP , pCoM
i y Fi son la posición del ZMP, la posición del contacto con el piso al

centro de masa del robot y la fuerza de reacción del piso, respectivamente. Este punto se
encuentra siempre en el polígono de soporte, explicado en la sección 4.3, debido a la siguiente
restricción:

rl < pZMP − δ < rh

donde rl y rh son límites del espacio del polígono de soporte, y δ es la compensación para el
margen de estabilidad.

4.5.2. Sistema de Control Preliminar (Preview Control)

Esta técnica de control utiliza información futura del robot para generar la trayectoria
en el presente [24]. En la figura 9 se puede ver el esquema de retroalimentación donde un
controlador recibe como entrada el error del ZMP de referencia pref y el ZMP real medido
p. Este controlador genera la ley de control u la cual es la entrada al sistema representado
como el modelo cart-table mencionado en la sección anterior. Este sistema tiene como salida
la posición actual del ZMP, además de la posición, velocidad y aceleración del CoM (lo cual
no se ve en la figura).

Figura 9: Esquema de Control del ZMP [24]

Para utilizar esta técnica se debe discretizar el sistema de la figura 9 usando un tiempo
de muestreo ∆t de la siguiente forma:{

xk+1 = Axk + buk

pk = cxk
(45)

donde

xk ≡
[
x(k∆t) ẋ(k∆t) ẍ(k∆t)

]T
,

uk ≡ u(k∆t),
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pk ≡ p(k∆t),

A ≡

1 ∆t ∆t2/2
0 1 ∆t
0 0 1

 , b ≡

∆t3/6
∆t2/2
∆t


,

c ≡
[
1 0 −zc/g

]
,

Para que la salida pk siga a la referencia de ZMP prefk se busca minimizar la siguiente
expresión de desempeño:

J =
∞∑
j=1

{
Q(prefj − pl)

2 +Ru2
j

}
(46)

donde Q y R son ganacias positivas. Este desempeño se puede minimizar con la siguiente
entrada al sistema la cual utiliza N referencias futuras del ZMP:

uk = −Kxk +
[
f1, f2, . . . fN

] prefk+1...
prefk+N

 (47)

donde

K ≡ (R + bTPb)−1bTPA (48)
fi ≡ (R + bTPb)−1bT (A− bK)T∗(i−1)cTQ (49)

La matriz P es la ecuación de Riccati expresada de la siguiente manera:

P = ATPA+ cTQc−ATPb(R + bTPb)−1bTPA (50)

K es una ganancia y la matriz de fi los pesos que tendran cada una de las referencias
futuras (mayor explicación sobre estos términos se encuentran en [24]). De esta expresión se
puede deducir que la ley de control incluye un término de retroalimentación y otro que utiliza
las muestras futuras de referencias con sus respectivos pesos.

Posteriormente en [24], [23] se propone otra una mejora para esta técnica de control para
resolver un mal seguimiento del ZMP con offser que se presentaba en la ecuación 47 en largas
caminatas. La expresión de la ley de control propuesta es:

u(k) = −Ks

k∑
i=0

(prefj − pj)−Kxxk +
N∑
j=1

gjp
ref
k+j (51)

El procedimiento para llegar a esta expresión y definir los términos Ks, Kx y gj se en-
cuentran en la bibliografía indicada. El nuevo esquema de control propuesto para este control
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preliminar mejorado se encuentra en la figura 10. Aquí se puede observar que ahora el contro-
lador requiere de más entradas que antes. Se requiere una entrada de N referencias futuras
del ZMP, el error de la referencia actual y la posición medida del ZMP, y la posición del
CoM; para generar la ley de control u.

Figura 10: Esquema de Control de ZMP mejorado [24]

Por último, en [25] proponen otra forma de obtener la ley de control con la ecuación (44)
y se expresa de la siguiente forma:

u(k) = −kj

k∑
j=0

e(j)−
N∑
r=1

G(r)pZMP,d(k + r)− fc (52)

donde kj y G(r) son ganancias, e(j) = pZMP (j) − pZMP,d(j) es el error del ZMP de
referencia y el actual y fc es un término para disminuir la distancia entre el ZMP y la
trayectoria de referencia del CoM.

4.5.3. Simulación del preview control

Con el objetivo de probar el método presentado se utiliza el software de Matlab para
simular el control de posición del ZMP y la generación de trayectoria del CoM. Se define el
sistema discretizado de la ecuación (45) y se consideran los siguientes valores para el sistema
∆t = 0.005s, zc = 0.3m (distancia del suelo a la base del robot Solo cuando se encuentra
como en 2a) y g = 9.81m/s. El Toolbox de control de sistemas que proporciona Matlab
brinda una función llamada dlqr() la cual calcula las matrices K y P de las ecuaciones (48)
y (50), respectivamente. Los argumentos de esta función son las matrices A y b del sistema,
así como las ganancias Q∗ y R = 1e−6. Cabe resaltar que en [24] consideran a la ganancia Q
como Q∗ = cTQc (donde Q = 1), así que esa matriz es la que se ingresa a la función. Una vez
obtenidas las matrices K y P es posible generar los pesos fi de la ecuación (49). Finalmente
se genera la ley de control de la ecuación (47) capaz de minimizar el error de la posición del
ZMP con respecto a la referencia en el sistema.

Los resultados para 7 segundos de simulación se muestran en la figura 11. Para esta
simulación se utilizaron trayectorias de referencias del ZMP diferentes para las direcciones x
y y, tal y como en [24], con el fin de demostrar que el sistema es capaz de seguir distintas
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trayectorias de manera exitosa. También se puede observar en las gráficas que la posición
del CoM tiene un comportamiento de seguimiento adecuado y movimientos suaves. Debido
al método de preview control, el CoM prevee el cambio en la referencia del ZMP y comienza
a moverse antes de que la referencia cambie.
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Figura 11: Trayectoria del CoM obtenida por preview control

5. Anexos
El código utilizado para generar las gráficas de la cinemática directa, el control cinemático

y la generación del ZMP se puede encontrar en el siguiente repositorio: https://github.
com/DPR00/rle_127.
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