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1. Introducciéon

En la actualidad, el andlisis, disefio, generaciéon de movimiento y desarrollo de robots
moviles son areas de investigacion de gran interés en el campo de la robdtica. Esto se debe a
que los robots moviles tienen un amplio campo de aplicaciones en diversos ambitos, donde los
mas prometedores son la exploracién espacial, la aplicacién militar, respuesta a emergencias,
inspeccién, mantenimiento, logistica, construccion, seguridad, entretenimiento y cuidado de
ancianos [1, 2]. Entre todos los robots mdviles, se tiene al robot cuadripedo que es un robot
con 4 patas, donde cada una de estas suele tener desde 2 hasta 4 grados de libertad. Estos
tipos de robot son considerados superiores a los robots con ruedas debido a su potencial para
explorar diferentes tipos de terrenos [1]. Como ejemplos de este tipo de robots tenemos al
robot de cédigo abierto: Solo [3], el Cheetah (MIT) [4], Anymal (ETH) [5], HyQ (IIT) [6], y
uno de los robots cuadriipedos més avanzados e inteligentes actualmente, el robot Spot [7].

A pesar del gran interés que ha generado las aplicaciones de este tipo de robots y las inves-
tigaciones que se realizanntorno a este, la literatura existente con respecto a los fundamentos
fisicos de este tipos de robots es muy escasa y no suele ser detallada. En ese sentido, en el
presente informe busca brindar a detalle el andlisis cineméatico y dindmico de un robot cua-
dripedo con el objetivo de comprender los fundamentos del control cinematico y el control
o6ptimo del robot.

El presente informe se divide tres secciones. La seccién 2 describe de manera consisa un
robot con base flotante, qué son las articulaciones actuadas y las coordenadas generalizadas
que se toman en cuenta para este trabajo. En la seccién 3 se encuentra el andlisis cinemético
donde se muestran las ecuaciones para cinematica directa, diferencial y cémo realizar el
control cinemético del robot. La seccién 4 se enfoca en el analisis dinamico del robot, donde
se muestra el modelo dindmico para un robot con base flotante, las consideraciones a tomar
en cuenta para la estabilidad en la caminata del robot y un ejemplo de un esquema de control
propuesto basado en el centro de presion.

2. Robot con base flotante

Previo al andlisis de un robot cuadrupedo es importante identificar las caracteristicas que
juegan un rol importante en el movimiento del robot. Una de las caracteristicas mas relevantes
que poseen este tipo de robots es su base flotante. Es decir, que su base, ubicada en el torso,
no se encuentra restringida a una superficie empotrada, sino que se mueve libremente junto
con el robot sin la necesidad de un actuador.

Este movimiento libre que posee la base flotante da lugar a un reto de control conocido
como subactuacién. Este indica que el movimiento no puede controlarse directamente, sino
de forma indirecta a través del movimiento adecuado de las articulaciones, ya sea a nivel
cinematico [8] o dindmico [9]. Por lo tanto, es mandatorio que la representacién de un robot
cuadripedo incluya el efecto de la base flotante en la cinematica y dinamica del robot, con
el fin de que se genere el movimiento de todo el cuerpo del robot y, por ende, se aproveche
la caracteristica de este tipo de robots.

A continuacion, se definen las articulaciones actuadas del robot, y la posicion y orientacién



de la base flotante para finalmente definir las coordenadas generalizadas que representan la
posicion y orientaciéon del robot.

2.1. Articulaciones actuadas

La articulaciéon de un robot permite la unién entre los eslabones rigidos del mismo. Una
articulacion se denomina actuada cuando esta asociada a un actuador que genera su movi-
miento, ya sea mediante un motor o un mecanismo de transmisién de movimiento. Asimismo,
las articulaciones de la mayoria de los robots cuadripedos permiten un movimiento rotacional
o lineal, denominadas juntas de revolucién y prisméticas, respectivamente [10].

A continuacién, utilizaremos la notaciéon matematica utilizada en [8] para realizar la des-
cripcion del robot. Entonces, consideremos un robot cuadripedo de n = r 4 p articulaciones
actuadas, donde r es el nimero de articulaciones de revoluciéon y p es el nimero de articu-
laciones prismaticas. En base a esta configuracion, el robot posee un espacio articular de n
dimensiones. Este espacio articular contiene todos los posibles valores que la variable articu-
lar, q, pueda tomar. Es decir, q, = [q1 Q2 - qn]T € R", donde cada valor articular g;
representa una articulacién actuada con ciertos limites articulares.

2.2. Base flotante

En un robot cuadripedo, la base flotante, o simplemente base, esta representada por el
torso o la cintura del robot. La posicién y orientacion (postura) de la base se representa como
sigue:

Xy = {pbl € SE(3) (1)

#b

donde p; es la posicion de la base, ¢, es su orientaciéon dada por una parametrizacion de un
grupo especial ortoganal SO(3), y SE(3) indica que x;, pertenece al grupo espacial euclideano
que dependiendo de la representacion de la orientacion puede tener 6 o 7 grados de libertad
(gdl). En el presente informe, la posicién se representard mediante coordenadas cartesianas
p € R3; y la orientacién, mediante cuaterniones unitarios en el espacio Hamiltoniano Q, € H,
por lo que se tendra 7 gdl. Ademads, es importante mencionar que tanto p, y ¢, estan
representados con respecto a un sistema de referencia inercial {Z}.

2.3. Coordenadas generalizadas

Consideremos que el robot esta conformado por N cuerpos, entonces se necesitan 7N coor-
denadas para especificar la posicion y la orientacion de todos los cuerpos en relacion a un
marco de referencia inercial {Z}. Sin embargo, las 7N coordenadas pueden expresarse como
funciones de un conjunto mas pequeno de coordenadas q que son todas independientes, repre-
sentan el estado completo del robot y contienen tanto la base flotante como las articulaciones
actuadas. Las coordenadas de este conjunto se conocen como coordenadas generalizadas (q)



[11]. Estas coordenadas q y el vector de velocidad g se expresan como se muestra en (2).

Ty . Iy
q L]J y 4 {qa} (2)
donde cada término de q se defini6 en las secciones 2.1 y 2.2. Se debe notar que g resulta de
derivar q, y por ende x;, depende de la representaciéon utilizada en x;. En ese sentido, se suele
utilizar la definicién del twist de la base, &, = ['vb wb}T, para representar las coordenadas
de velocidad (3), puesto que es independiente de la parametrizacién euclideana dada por
[11]. La relacién entre &, y &} se determina en la seccién 3.2.

q= m (3)

3. Analisis Cinematico

En esta secciéon analizaremos la cinematica directa y la cinematica diferencial de un robot
cuadripedo. En base a ello, se muestran algunos esquemas de control cinematico de la po-
sicion, orientacién o ambos a la vez. Como se mencion6 anteriormente, en el analisis de un
robot cuadripedo se debe tener en cuenta el efecto del movimiento libre de su base, por lo
que primero se analizard al robot como si su base estuviera fija, y luego se anadira el efecto
de su base flotante.

3.1. Cinematica Directa

El objetivo de la cinematica directa es calcular la posicion y orientacion del efector final,
con respecto a su base fija, como funcién de las articulaciones actuadas [12]. Supongamos que
el marco de referencia de su base se denomina como {B}, entonces la expresién matematica
de la cinematica directa se puede mostrar como:

Pz, = fi(q.) € SE(3) (4)
donde ¢ = 1,2, 3,4 corresponde a cada una de las patas del robot, y f; es una funciéon que
transforma los valores articulares en la posicién Pp; y orientacion Bep; del extremo de la pata
del robot (efector final). Los métodos mas comunes para calcular dicha funcién es mediante
un andlisis geométrico de la estructura del robot [12] y el método de Denavit-Hartenberg
(DH) [13]. Una vez definido la posicién y orientacién del efector final, es necesario realizar

la transformacion de la base a un sistema de referencia inercial e incluir el efecto de la base
flotante del robot.

La posicion de la i-ésima pata con respecto al sistema inercial (!p;), se puede expresar en
coordenadas cartesianas como:

Ipi = IRB(SDb)Bpi + Do (5)

donde ' Rp(¢y) es la matriz de rotacién que representa la orientacion del sistema de referencia
{B} con respecto al sistema de referencia inercial {Z}, y depende de la orientacién de la base
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. Por otro lado, la orientacién del i-th pata con respecto al sistema inercial (/Q;), se puede
expresar mediante cuaterniones en el espacio Hamiltoniano como:

1901' = P PQ; (6)

donde ¢ se definié en la seccién 2.2, y BQ; es el cuaternién que describe la orientacién
del i-ésima pata con respecto a la base del robot. Note que la multiplicacién en (6) es una
multiplicacién estandar entre cuaterniones. Por lo tanto, (5) y (6) muestran la cinemética
directa de la posicion y orientacion del robot cuadripedo para cualquiera de sus patas.

3.1.1. Cinematica directa del Robot Solo

A continuacion, se muestra la implementacion de la cinemética directa en el robot Solo
[3]. Este robot cuenta con una base flotante y 3 gdl en cada una de sus patas. Para determi-
nar su cinemaéatica directa se utilza un andlisis geométrico que encuentra la transformacion
homogénea que relaciona el sistema de referencia del extremo de la pata del robot con el
sistema de referencia inercial. En la figura 1a se muestran los sistemas de referencia del robot
y en la figura 1b se muestran los pardametros necesarios para obtener las transformaciones
homogéneas. Asimismo, la Tabla 1 muestra los valores de los parametros mostrados en 1b.

Tabla 1: Valores de los parametros del robot Solo

L m | n d, | ds|az|as
| Medidas [cm] | 19.46 | 8.75 [ 1.4 | 3.745 | 0.8 | 16 | 16

(a) Sistemas de referencia del robot (b) Pardmetros del robot

Figura 1: Robot cuadripedo Solo

A partir de lo anterior, es posible obtener (4) mediante la relacién de las transformaciones
homogéneas. A partir de (7) se implementa (5) y (6) realizando las conversiones necesarias.

BTe =P Ts STyp WoTpr “FTg (7)



Una vez establecidas las ecuaciones, se indican las posiciones articulares de las articu-
laciones actuadas, y la posicién y orientacién de la base flotante. En la figura 2a se ob-
serva al robot con su base en la posicién @, = [0 0 0.3 1 0 0 0] y sus articulaciones
go = [0 -0510-051005-100.5 -1], donde las 3 primeras articulaciones corres-
ponden a la pata delantera derecha, las tres siguientes a la pata delantera izquierda, y asi
sucesivamente con la pata trasera derecha e izquierda. Asimismo, en la figura 2b se tiene
xp = (0.5 0.55 0.3 1 0 0 0] y sus articulaciones g, = [0 -0.5 1 0 -1 1.5 0 0.5 -1 0 0.5 -1].
Los marcadores rojos indican la posicién obtenida mediante la cinematica directa implemen-
tadas por (5) y (6). Cabe mencionar que se utiliza el software de Rviz y ROS (Robot Operating
System) para realizar la visualizacion del robot y de los marcadores rojos, los cuales indican
la posicién deseada de las patas del robot.

(a) Posicién 1: Base fija (b) Posicién 2: Base flotante y pata en alto

Figura 2: Cinematica directa del robot Solo

3.2. Cinematica Diferencial

La Cinematica Diferencial nos brinda la relacién entre la velocidad de las coordenadas
generalizadas del efector final (twist) y la velocidad de las articulaciones actuadas. Este
mapeo se describe mediante una matriz, denominada Jacobiano geométrico, que depende de
la configuracién del robot [12]. Esta definicién aplica para robots manipuladores seriales, pero
se puede extender el Jacobiano de este tipo de robots a un robot cuadripedo anadiendo los
términos que representan el efecto de la base flotante. Esto es de gran importancia para el
control cinematico, pues nos permite aprovechar la libertad espacial que le brinda la base
flotante al robot.

Si la base fuera fija, tanto la posicién y velocidad de cada eslabén se representarian bajo el
sistema de referencia de su base {B}, pero dado que ahora esta base es libre, estas se deben
expresar bajo el sistema de referencia inercial {Z}. Entonces, consideremos el extremo de la
i~ésima pata del robot, cuya posicién con respecto a {Z} estd dada por p; y su velocidad
lineal como v;, donde ambas € R3. Usando las relaciones fundamentales de la cinemética, y
asumiendo que ningin otro eslabén del robot tiene movimiento, la velocidad lineal de dicho
extremo ¢ esta dada por:

v; = vy + wp X (Py — Pi) = vp + Spwy (8)



donde S, representa la matriz antisimétrica asociada al vector p, — p;, de tal modo que:
wp X (py — pi) = Spws, donde wy, es la velocidad angular de la base flotante.

Dado que se asume que ningtn otro eslabéon del robot tiene movimiento, entonces la
velocidad angular de la base se transmite al extremo de la i-ésima pata del robot. Es decir:

W; = Wy (9)

Cabe mencionar, que si bien (8) y (9) hacen referencia a los extremos de cada pata del robot,
estas también aplican para cualquier eslabon de la pata del robot. Asi, las ecuaciones pueden
expresarse de forma general como v;; = v;, + S(w;p)(Pjp— Pji) ¥ Wji = wjp, donde j indica
el j-ésimo eslabon e ¢ indica la i-ésima pata del robot. Sin embargo, dado que nuestro interés
esta en el efector final, se utilizara la notacién de dichas ecuaciones.

Reordenando las ecuaciones (8) y (9), el twist con respecto al sistema de referencia {Z}
(&) v el twist de la base flotante se relacionan como sigue (&):

£ [{) ﬂ & (10)

donde 7,0 € R3 son la matriz identidad y una matriz de ceros, respectivamente.

Con el objetivo de determinar la cinemética diferencial del robot, es necesario encontrar
la relacién entre &, y «p, de tal modo que luego sea posible relacionar &; con @, mediante
(10). Dado que utilizamos cuaterniones para expresar la orientacién del robot, al derivar (1)
con respecto al tiempo, tenemos que:

@) = [g’j (11)

Luego, podemos establecer la relacién entre &, v @, como sigue:

o= 0] =10 i) (12)

donde la relaciéon entre v, y p, es la matriz identidad siempre y cuando se utilicen coorde-
nadas cartesianas para representar la posiciéon. Ademas, T(Q) € R**3 se muestra en (13)‘y
relaciona la velocidad angular con la derivada del cuaternion de tal modo que wy, = T(Qy) Qs

[14], donde Qp = (@, éy, €y, €2).
TQ)=2[-€ wi+é=2|-¢, e w —g (13)

Ahora, reemplazando (12) en (10), es posible relacionar la derivada de la posicién y orien-
tacion del robot y el twist del efector final del robot como sigue:

& = Jyzy (14)
donde I ST(Q)
#=lo i -



Dado que este incluye el efecto de la base flotante, J, se denomina como el Jacobiano geo-
métrico de la base flotante [15, §].

Finalmente, para determinar la relacién entre el twist del efector final de la i-ésima pata
del robot con la velocidad de las coordenadas generalizadas, descrita en (2), estd dada por:

_ | ST(Qy) IRb(Qb)BJv} [d?b

51’ 0 T(Qb) IRb(Qb>BJw qa:| = JG(q)q (16)

donde Jg es el Jacobiano geométrico completo del robot, ! Rp(Q)) es definido como en (5).
Note que (16) muestra la cinemdtica diferencial del robot. Ademés, Z.J, y BJ,, corresponden
a los Jacobianos geométricos de los eslabones asociados solamente con las articulaciones
actuadas y representados con respecto a la base del robot ({}). Asimismo, se sabe que para
las articulaciones de revolucion del robot cuadripedo se tiene que J,, = 2z;_1 X pj_1n ¥

Juw;, = zj—1 de tal modo que %.J, = [Jvl Jyy - JUJ y BJ, = [le Jog, ij}.

3.3. Control Cinematico

El movimiento deseado de un robot, con configuracion articular q y n grados de libertad,
puede ser descrito especificando un conjunto de tareas, definidos como funciones de tarea
[16]. Se emplea este enfoque de funciones de tarea, pues es utilizado ampliamente en robots
redundantes, como lo son los robots cuadripedos [17, 8, 18]. Para definir correctamente
una tarea para el control cinematico, se especifican tres elementos: el Jacobiano de tarea,
la funcién de la tarea y la referencia de la tarea. Luego de ello, se muestra el esquema de
control cinematico para la posicién de robot. A continuacién, se definen como ejemplos las
tareas cinematicas de posicion y orientacion, y postura. Finalmente, se muestra el control
cinematico del robot Solo aplicado a la caminata del mismo.

3.3.1. Jacobiano de la tarea

Las funciones de tarea se representan generalmente en términos de un Jacobiano de ta-
rea, también conocido como Jacobiano Analitico (J4), y son usadas para proporcionar una
referencia de velocidad para las articulaciones del robot. A continuacién, se determina la
expresion que calcula J4, en funciéon de Jg.

En (12) se obtuvo la relacién entre £ y &, pero esta se puede reordenar de tal modo que
se obtenga una expresién més general. Esta viene dada por & = FE(x)€, o de forma maés

especifica:
o 58] [ )

donde E,(p) es la matriz identidad y E,(¢) es la pseudo-inversa de T'(Qy), la cual se denota
como T(Qy)" y se calcula como sigue:

1Q* =, ] (18)



Ademas de ello, de la definicién del Jacobiano Analitico [12], sabemos que & = Juq; y
del andlisis de la cinemética diferencial, sabemos que & = Js(q)q. Reemplazando en (17), se
obtiene que Ja(q) = E(x)Js(q), o de forma més especifica:

e =[% efo] [£43] "

donde J, y J, corresponden a los términos de posicién y orientacién del Jacobiano Analitico;
mientras que J, y J,, a los términos de velodidad lineal y angular del Jacobiano Geométrico,
respectivamente.

La ecuacién (19) nos indica que el Jacobiano de tarea puede ser calculado directamente
de (16) utilizando una representacién adecuada de la orientacién (E,(y)), a pesar de que la
definicionde J, dependa directamente de la posicion y orientacion del robot.

3.3.2. La funcién de la tarea

Oe;
oq

Sea una tarea ¢ denotada por e;, y el Jacobiano de dicha tarea como J; = £%, de modo

que:
donde é€; es la velocidad de la tarea, y g se define como (2).

Representemos como s la configuracion actual en un espacio de tarea dado, y la confi-
guracién deseada como s*. Entonces, la tarea e; se define como la diferencia entre ambas
configuraciones:

e,=sOs" (21)

donde & es el operador de diferencia en el espacio de la tarea. Esta definicién lo convierte en
un problema de regulacién, es decir, de lograr que el efector final del robot alcance un punto
deseado [12].

3.3.3. Referencia de la tarea

La referencia de la tarea estd dada por:
e"=—-Xe, A>0 (22)
donde A es la ganancia cinematica de la tarea y garantiza la estabilidad asintotica del error

a 0. Esto debido a su comportamiento exponencial decreciente.

3.3.4. Esquemas de Control y de la funciéon de tarea

El esquema de control que se utilizara para realizar el control de posicién del robot es el
solucionador de cinematica inversa ponderada (SCIP) definido en [17]. Este esquema recibe
como entradas las tareas cinematicas () que definen el movimiento deseado y devuelve la
velocidad articular generalizada que mejor satisface el siguiente problema de optimizacién:

t
i illéi — Jida 2} 23
mind 3w = T | (23)
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Esto indica que las tareas con mayor peso se satiscen en mayor medida, pero puede ocurrir
que existan tareas conflictivas que no se satisfagan por completo, pero que exista un equilibrio
entre ellas.

En base a [17], se grafica el esquema de control en el cual se incluye el esquema de la
funcién de tarea (ver Figura 3). Como se menciond, el SCIP recibe como entradas las tareas
cinematicas, las cuales pueden ser varias, sin embargo, en el esquema se muestra solo uno
por simplicidad.

Tarea cinematica (e;)

Tes | Operador de
Diferencia en el
espacio de la tarea
| S

A

T

. 1
Ja J;
Cinematica Directa E(17)
e ) !
. s

Solucionador de " Int .
Cinematica Inversa ntegracion
. de Euler
Ponderada

Figura 3: Esquema de control cinematico y de la funcién de tarea

Como se muestra en la Figura 3, la salida del controlador cinematico son las velocidades
articulares. Para ser capaces de controlar al robot, mediante la posicion articular, es necesario
realizar algiin método de integracion, de los cudles se escoge el método de Euler por ser el mas
sencillo de implementar y porque brinda buenos resultados mientras el tiempo de integracion
(AT) sea pequeno. Por lo general, va desde 1 ms a 10 ms [8]. En ese sentido, el esquema de
integracion es:

qulk + 1] = qu[k] + ATq,[k] (24)

donde gq,[k] vy q.[k + 1] representa el valor de g, en el tiempo k y un instante después,
respectivamente. Luego, la salida de (24) va directamenete a las articulaciones del robot.

Finalmente, se retroalimenta el sistema midiendo la posicién y orientaciéon de la base
flotante del robot y las posiciones articular del robot. En la préactica, la posicion y orientacién
de la base flotante se obtiene integrando las mediciones obtenidas por una Unidad de Medicién
inercial (IMU), y las posiciones articulares mediante encoders magnéticos.

Sin embargo, si es que las mediciones del IMU no se encuentran disponibles, es posible
realizar un esquema de integraciéon similar al de (24) para obtener la posicién de la base
flotante. Para ello, reemplazamos q, por x, y q, por &,. Con respecto a la orientacién de
la base flotante, el método de integraciéon en (24) no es suficiente cuando se trabaja con
cuaterniones, puesto que no se puede asegurar que se obtengan cuaterniones unitarios. De
acuerdo con [8], una solucién usar la representacion eje/angulo de tal modo que:

AQ = (cos(AOAT /2), usin(AOAT /2)) (25)
donde AT es el tiempo de control, Af representa la magintud del dngulo del rotacén (||wl|),

u = ”‘::—”, de modo que wy = T(Q)Qb [14]. A partir de (25), se puede obtener el cuaterniéon
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de la orientacion como la multiplicaciéon de dos cuaterniones:

Qk+1] = AQ[K]Q[F] (26)

donde Q[k] y Q[k + 1] representa el valor de @ en el tiempo k y un instante después,
respectivamente.

3.3.5. Ejemplos de funciones de tareas

A continuacion, se muestran algunos ejemplos de tareas cinematicas, como el control de
posicion, orientacion, posicion y orientacion, y postura. En cada una de estas tareas se definira
la funcion de tarea, se determinara su jacobiano y se utilizara la referencia de tarea establecida
en 3.3.3.

A. Tarea de posiciéon

El objetivo de esta tarea es mover un punto operacional del robot, en nuestro caso el
extremo de la pata del robot, a una posicion deseada. Dado que solo se requiere llegar a
la posicién deseada, no es necesario considerar la orientacién. Entonces, definimos p(q)
como la posicién actual del extremo de una de las patas del robot, y ademas definimos
pq como la posicién deseada. Al igual que en los andlisis anteriores, se utilizan las
coordenadas cartesianas para representar p(q) y pq en R3. Por lo tanto, el error de
posiciéon viene dado por:

e =ps—p(q) (27)

Donde py se calcula como en (5). Ademads, dado que solo se hace uso de la posicion, el
jacobiano de la tarea viene dado por el término correspondiente a la velocidad lineal,
es decir:

J=1[I 5T(Q,) 'Ry(Qy)"J,] (28)
Finalmente, la tarea de posicién queda completamente definida por (27), (28) y (22).

B. Tarea de orientacién

El objetivo de esta tarea es rotar un punto operacional del robot, en nuestro caso el
extremo de la pata del robot, de tal modo que alcance la orientacién deseada. Dado que
solo se requiere llegar a la orientacién deseada, no es necesario considerar la posicion. Al
igual que en los andalisis previos, se utilizan los cuaterniones unitarios para representar
la orientacién del robot. Entonces, definimos Q = (w, €) como la orientacién actual
del extremo de una de las patas del robot, y ademas definimos Qg = (wgy, €;) como la
orientacion deseada.

El error de la orientaciéon de Q a Qg, en el espacio H, se define como: Q. = Q.Q !,
donde Q. es el cuaternién que representa el error en la orientacién y serd igual a (1, 0)
cuando Q y Qg sean iguales [14]. Entonces, dado que la identidad representa un error
de 0, la tarea de la orientacién e puede definirse en términos de Q. = (w, €.) como

sigue:
we — 1
e= [ . } (29)
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Por otro lado, el Jacobiano J(q) para esta tarea describe la relaciéon entre la taza de
cambio del cuaternién y la velocidad articular, es decir es igual a J,(g) en 19. De forma
mas especifica:

J(q) =T(Q)" J.(a) (30)
donde T(Q)¥ se define en 18 y J,,(q) como la segunda fila de (19).

Finalmente, la tarea de posicién queda completamente definida por (29), (30) y (22).

C. Tarea de posicién y orientacion

Esta tarea consiste en controlar tanto la posicién como la orientacién (a la vez) de
un punto operacional dado, en nuestro caso el extremo de una pata del robot. En ese
sentido, la tarea de la posicion y orientacion e peude ser representada como:

e=P'cP (31)

donde P € SE(3) es una representacién de la posicién y orientacién del robot, P*
es la posicion y orientacion deseada y © es el operador de diferencia. Dado que uti-
lizamos coordenadas coortesianas para represntar la posicién, y cuaterniones, para la
orientacién, el error es definido como en (27) y (29). Asimismo, el Jacobiano de la
tarea se determiné en (19). lo Por lo tanto, la tarea de posicién y orientacion e queda
completamente definida por (31), (19) y (22).

D. Tarea de postura

El término postura, en el esapcio articular, denota una configuraciéon articular es-
pecifica de todos o un subconjunto de las articulaciones presentes en el robot. Sea
as = {4i,qj, - ,qr}, donde 0 < k < n — 1, un subconjunto arbitrario de las articula-
ciones del robot, y sea g, la postura deseada del robot. Entonces la tarea de postura
queda definida como sigue:

e=q;—q (32)
donde e es el vector de la tarea de postura,cuyo tamano depende de la cantidad de
articulaciones que seran controladas.

Con respecto al Jacobiano de la tarea (J(q)), dado que esta tarea se define en el espacio
articular, entonces el jacobiano asociado tiene la siguiente forma:

J(q) = [0y J] (33)

donde 0 es una matriz de ceros correspondiente a la base flotante (parte subactuada),
cuyo tamaifio es de 1 x 7 debido a la representacién de la misma, y J, es un vector de
unos correspondiente a las articulaciones actuadas.

Por lo tanto, la tarea de postura e queda completamente definida por (32), (33) v (22).

3.3.6. Control Cineméatico del robot Solo

La implementacion del control cinemético consiste basicamente en crear una serie de fun-
ciones que implementen el jacobiano de la tarea, la funcion de la tarea, y la referencia de las
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tareas mostradas en 3.3.5 para cada una de las patas del robot Solo. En esta seccién, se im-
plementara la tarea de posicién tanto para las articulaciones actuadas como la base flotante,
de tal forma que se pueda visualizar la caminata del robot y el control del movimiento de
una pata.

A. Caminata del Robot

En la figura 4 se puede observar una serie de figuras que muestran la caminata del
robot. Para lograr ello, se inicializ6 la posicién del robot como en 2a y se procedié a
realizar primero el movimiento de la pata delantera izquierda junto al movimiento de la
base (figura 4a). Luego, se realizé el movimiento de la pata trasera izquierda (figura 4b).
Paso seguido, se realiza el movimiento similar de las patas derechas del robot (figuras
4c y 4d). Y el movimiento se repite de forma seccuencial (figuras 4e y 4f). También se
puede observar, en las figuras 4g, 4h y 4i, el movimiento luego de que el robot da unos
pasos. Cabe mencionar que se utilizé un valor de A = 4.0 en (22) y un valor de w = 1.0
en (23) para cada una de las tareas.

(a) Posicién 1 (b) Posicién 2 (c) Posicién 3

(d) Posicion 4 (e) Posicién 5 (f) Posici6n6

(g) Posicién 4 (h) Posicién 5 (i) Posicién6

Figura 4: Control cinematico de la caminata del robot

B. Movimiento de una pata

En la figura 5 se puede observar una serie de figuras que muestran como se levanta la
pata derecha del robot hasta cierta posiciéon deseada. En este caso, la base no esta fija,
sino que puede desplazarse.

En la figura ba se muestra la pata derecha levantandose del suelo y contintia su tra-
yectoria como se muestra en las figuras 5b y 5c¢, para finalmente llegar a su posicién
deseada (figura 5d). Se debe notar que se ha relizado un desplazamiento de la base
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desde su posicion inicial (figura 5a) hasta su posicion final (figura 5d). Cabe mencionar
que para cada una de las tareas se utilizaron los mismos valores de A y w que en la
caminata del robot.

(a) Posicién 1 (b) Posicién 2

(c) Posicién 3 (d) Posicién 4

Figura 5: Control cinematico de la caminata del robot

El andlisis cinematico de las articulaciones actuadas y la base flotante nos ha permitido
tener un primer acercamiento al movimiento de los robots cuadriipedos, desde la cineméatica
directa de sus patas hasta el control cinematico del robot. En el contexto del analisis cine-
matico, el movimiento se puede mejorar generando la trayectoria de cada pata o incluso de
cada articulacién, pero esto puede llegar a ser un proceso muy tedioso y sensible a externa-
lidades. Ademas, si bien se logra controlar la caminata del robot y el movimeinto de la pata
de forma manual, esta no se visualiza de forma totalmente natural, puesto que no se simulan
las fuerzas externas ni se modela el contacto fisico entre las patas del robot y el suelo. Para
solucionar ello es necesario realizar un analisis de la dinamica del robot, la cual se presenta
en la siguiente seccion.
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4. Analisis Dinamico

En esta seccion se analizara el modelo dinamico de un robot con base flotante, la cual
toma en cuenta las fuerzas del entorno sobre el robot para realizar el movimiento del robot.
Ademaéas se muestra como se mantiene la estabilidad de un robot cuadripedo durante la
caminata y un esquema de control utilizando un método de lazos cerrados en cascada y el
modelo dinamico del robot.

4.1. Modelo dinamico de un robot con base flotante

La dinamica de los robots con base flotante se considera mas compleja que una de un
robot con base fija ya que se debe tener en cuenta, aparte de los torques que genera cada
motor, las fuerzas del entorno hacia el robot para poder controlar la posiciéon y orientacion
de la base flotante de manera correcta. Asimismo como se mencioné en la seccién 2, la base
del robot se controla indirectamente a través del movimiento articular de los motores y las
reacciones que el entorno genera sobre el robot. Esto se representa de la misma forma que en
la ecuacién 2

a

q= t‘;b} € RH7 (34)

donde x;, € R” representa a la posicién y orientacién de la base flotante y q, € R re-
presenta las d articulaciones actuadas en el robot que se encuentran en las extremidades y
controlan el movimiento del sistema. Como los términos de x; no estan relacionados directa-
mente a un actuador, en la bibliografia [19] se suele usar la matriz de selecciéon S junto con

el vector de torques 7 del robot:
0 0
Sr [ 1} r= H (35)

Donde 7, son los torques generados por los actuadores en las articulaciones. Teniendo en
cuenta lo dicho anteriormente y las reacciones de las superficies que estan en contacto con el
robot, el modelo dindamico de un robot con base flotante se representa como:

M(q)G+ C(q,q) + G(q) = ST+ZJZ-TM (36)

donde M, C, G, J y X son la matriz de inercia, fuerzas de Coriolis y centrifugas, fuerzas
gravitacionales, Jacobiano geométrico del efector final y fuerzas externas aplicadas, respecti-
vamente.

4.2. Dinamica inversa con el enfoque de funciones de la tarea

Las funciones de la tarea presentadas en la secciéon 3.3 se pueden extender al control
por dinamica inversa. El control por dindmica inversa se realiza considerando los torques
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generalizados y la configuracion articular del robot, la cual se describe por su segunda derivada
g. Por esta razoén, se debe encontrar una relacion dentre la aceleracion de la tarea € y la
aceleracion articular § si se quiere utilizar el enfoque de funciones de la tarea. Esta relacion
se obtiene derivando la ecuacién (20).

é = Jig + Jig (37)

Se puede reemplazar J;g en la ecuaciéon del modelo dinamico del robot para obtener la
expresion de dinamica inversa relacionando el espacio de la tarea con el control. Para el
modelo dindmico se tomard en cuenta el usado en [20] el cual considera b = C + G de
nuestro modelo y no considera el efecto de las fuerzas externas. La expresion obtenida es la
siguiente:

é+ (JM™b—Jg) =M 7 (38)

Esta ecuacion tiene la misma estructura de la formulacion genérica de la funcién de la
tarea 40 = Gu el cual se encuentra mayor explicado en [20]. Es este caso 6 = JM~'b— J§,
la entrada de control es el vector de torques u = 7, el mapa G = JM ™!, la cual es una
funcion del Jacobiano.

Finalmente el problema se reduce en encontrar el torque de control deseado 7" que va
a generar la referencia de é* usando las aceleraciones articulares necesarias. La ecuacién
genérica para la ley de control es:

ut = G#(r* +0) + Pgus (39)

Reemplazando esta ecuacién con los valores obtenidos anteriormente se convierte en:

= (JM Y+ IM b — Jq) + Py 7 (40)

donde Pjjp-1 es el proyector en el espacio nulo de JM ™! y 7 es un vector arbitrario que
puede ser usado para controlar mas tareas de baja prioridad.

4.3. Estabilidad de caminata

En robot con més de dos extremidades se puede garantizar la estabilidad de la caminata del
robot, sin tomar en cuenta los efectos inerciales del cuerpo y las piernas, siempre y cuando el
centro de masa (CoM) del robot se encuentre proyectado en el poligono de soporte del robot.
Este poligono se define por las piernas del robot que se mantienen en contacto con el piso
mientras las otras piernas se mueven para realizar el movimiento.

Dentro del poligono de soporte se puede definir un margen de estabilidad el cual puede
ser: a) la distancia minima desde la proyeccién del centro de masa a uno de los bordes del
poligono; b) la distancia minima desde la proyeccién del centro de masa a los bordes del
poligono en la proyeccion del movimiento del robot. También llamado margen de estabilidad
longitudinal. Esto se explica mejor en la figura 7.
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Support polygon
(support pattern)

Figura 6: Poligono de soporte de un robot con multiples patas [21]

a) Stability margin b) Longitudinal stability margin

Body
motion
—-

Sm = min (). da, d3) 8 = min (d\, d2)

Figura 7: Méargenes de estabilidad de un robot cuadriupedo [21]

4.4. Ejemplo de esquema de control

En la figura 8 la generacion de trayectoria del CoM se encuentra en el bloque de Motion
planner, y es asi como genera aceleracion, velocidad y posicion deseados para las articulaciones
del robot. La aceleracion se envia a un bloque de dindmica inversa, el cual también recibe la
posicién y velocidad actuales del robot, y las fuerzas de contacto con el suelo; para generar
un valor de torque 7. Por otro lado la velocidad y posiciéon deseada de las articulaciones se
restan con los valores actuales del robot para dar paso al control de posicion PID y generar
otro valor de torque Ty,. Estos dos torques se suman para generar el valor de torque deseado
T4 que se envia al control de torque de bajo nivel.

Dentro del esquema de control de torque de bajo nivel se encuentra un bloque de control
PID de torque que tiene como entrada el error del torque deseado y el medido. También hay
un bloque feed-forward compensador de eficiencia, que tiene como salida corriente is¢ y se
rige por la siguiente ecuacion:

1 Td
NKT Ha bk

igf(Ta) = (41)

donde N es el gear ratio; K, la constante de torque en Nm/A p,, el coeficiente de tem-
peratura/cambio de velocidad; y py, el coeficiente de carga de torque. Los dos tltimos se
pueden encontrar en las fichas técnicas de los motores. Por ultimo también hay un bloque
de compensacion de friccion de los motores, la cual tiene como entrada velocidad de giro del
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Figura 8: Esquema de control [22]

motor y como salida la corriente i,, y se rige por la siguiente ecuacién:

Ny 1 f s f c )

Ty 0) = et ——— + U@ 42
0 =5 (o TG (#2)
_ donde f, es la friccion de Coulomb; f;, stiction (friccién estatica?); f,, friccion viscosa; y
0, es la velocidad caracteristica de la curva de Stribeck.

La suma de las corrientes: i4¢, 7, y la salida del control PID de torque, producen la corriente
deseada 74 la cual es la entrada real al motor.

4.5. Generacion de trayectorias con ZMP
4.5.1. Calculo del ZMP

En [22] proponen un planeador de trayectoria que utiliza el Zero-Moment Point (ZMP)
para generar la referencia del centro de masa del robot. El ZMP se puede calcular utilizando
dos métodos distintos. El primer método es conocido como el modelo cart-table [23] en donde
la posicién del ZMP se obtiene de la siguiente forma:

Pz = Te — _:.Ii‘c (43)
g

Donde p, es la posicién del ZMP el eje x; . y . la posicion y aceleracion del CoM en el
eje z; z. la posicién del CoM en el eje z; v g es la aceleracion de la gravedad. Para obtener la
posicién del ZMP en la direccién y se realiza de la misma forma. Este método tiene una des-
ventaja: cuando la aceleracién del CoM es cero, el ZMP corresponde a la proyecciéon del CoM.
Esta caracteristica obliga al robot a estar planeando la posicién del ZMP constantemente

durante su recorrido y puede causar inestabilidad en terrenos irregulares.
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El segundo método se denomina como ZMP directo basado en fuerza. Para el uso de este
método se requiere el control de la fuerza ejercida sobre el piso. La expresion para el calculo
del ZMP es:

> Fi
CoM

donde pzyp, D; y F; son la posicion del ZMP, la posicion del contacto con el piso al
centro de masa del robot y la fuerza de reacciéon del piso, respectivamente. Este punto se
encuentra siempre en el poligono de soporte, explicado en la seccion 4.3, debido a la siguiente
restriccion:

PZup ZPZCOM x F; 44
7 (44)
Pzup

Pzvmp = [

T < Pzmp— 0 < T

donde 7; y rj, son limites del espacio del poligono de soporte, y d es la compensacion para el
margen de estabilidad.

4.5.2. Sistema de Control Preliminar (Preview Control)

Esta técnica de control utiliza informaciéon futura del robot para generar la trayectoria
en el presente [24]. En la figura 9 se puede ver el esquema de retroalimentacién donde un
controlador recibe como entrada el error del ZMP de referencia p™/ y el ZMP real medido
p. Este controlador genera la ley de control u la cual es la entrada al sistema representado
como el modelo cart-table mencionado en la seccién anterior. Este sistema tiene como salida
la posicién actual del ZMP, ademés de la posicion, velocidad y aceleracién del CoM (lo cual
no se ve en la figura).

v

Controller
Target ZMP ZMP

reference

Figura 9: Esquema de Control del ZMP [24]

Para utilizar esta técnica se debe discretizar el sistema de la figura 9 usando un tiempo
de muestreo At de la siguiente forma:

{ L1 = Awk + buk (45>

Pk = CTy,

donde

2, = [p(kAt) @(kAL) #(kAt)]"
uy = u(kAt),
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pr = p(kAt),

1 At At?)2 At?/6
A=|0 1 At |, b= |At?)2
0 0 1 At

c=1[1 0 —z/g]

Para que la salida p; siga a la referencia de ZMP p};ef se busca minimizar la siguiente

expresion de desempeiio:
J =Y {Qw - p)? + Rt} (46)
j=1

donde QQ y R son ganacias positivas. Este desempeno se puede minimizar con la siguiente
entrada al sistema la cual utiliza N referencias futuras del ZMP:

ref

Pi11
u, = —Kxp+ [f1, fo, - .. [] : (47)

ref

PrnN

donde

K =(R+b"Pb)'b"PA (48)
fi=(R+b"Pb)"'b"(A - bK)™VcTQ (49)

La matriz P es la ecuacion de Riccati expresada de la siguiente manera:

P=A"PA+c"Qc— ATPb(R+b"Pb)"'p"PA (50)

K es una ganancia y la matriz de f; los pesos que tendran cada una de las referencias
futuras (mayor explicacion sobre estos términos se encuentran en [24]). De esta expresién se
puede deducir que la ley de control incluye un término de retroalimentacién y otro que utiliza
las muestras futuras de referencias con sus respectivos pesos.

Posteriormente en [24], [23] se propone otra una mejora para esta técnica de control para
resolver un mal seguimiento del ZMP con offser que se presentaba en la ecuacion 47 en largas
caminatas. La expresion de la ley de control propuesta es:

k N
u(k) = —K, Z(p;ef —pj) — Kyzp + Zgjpﬁfj (51)

i=0 j=1

El procedimiento para llegar a esta expresiéon y definir los términos Ky, K, y g; se en-
cuentran en la bibliografia indicada. El nuevo esquema de control propuesto para este control
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preliminar mejorado se encuentra en la figura 10. Aqui se puede observar que ahora el contro-
lador requiere de mas entradas que antes. Se requiere una entrada de N referencias futuras
del ZMP, el error de la referencia actual y la posicion medida del ZMP, y la posicion del
CoM; para generar la ley de control u.

X
l |
Preview U P
— >
controller
ref ref
p.H.\-"”pRH _
Future references _ —————" +
-
p

FIFO

Figura 10: Esquema de Control de ZMP mejorado [24]

Por dltimo, en [25] proponen otra forma de obtener la ley de control con la ecuacién (44)
y se expresa de la siguiente forma:

k N

u(k) = —k; Y _e(j) = > _ G(r)pzupalk +1) - f. (52)

7=0 r=1

donde k; y G(r) son ganancias, e(j) = pzmp(j) — Pzmpra(j) es el error del ZMP de
referencia y el actual y f. es un término para disminuir la distancia entre el ZMP y la
trayectoria de referencia del CoM.

4.5.3. Simulacién del preview control

Con el objetivo de probar el método presentado se utiliza el software de Matlab para
simular el control de posicion del ZMP y la generacion de trayectoria del CoM. Se define el
sistema discretizado de la ecuacién (45) y se consideran los siguientes valores para el sistema
At = 0.005s, z. = 0.3m (distancia del suelo a la base del robot Solo cuando se encuentra
como en 2a) y g = 9.81m/s. El Toolbox de control de sistemas que proporciona Matlab
brinda una funcién llamada d1qr () la cual calcula las matrices K y P de las ecuaciones (48)
y (50), respectivamente. Los argumentos de esta funcién son las matrices A y b del sistema,
asi como las ganancias Q* y R = 1le®. Cabe resaltar que en [24] consideran a la ganancia Q
como Q* = cf'Qc (donde Q = 1), asf que esa matriz es la que se ingresa a la funcién. Una vez
obtenidas las matrices K y P es posible generar los pesos f; de la ecuacién (49). Finalmente
se genera la ley de control de la ecuacion (47) capaz de minimizar el error de la posicion del
ZMP con respecto a la referencia en el sistema.

Los resultados para 7 segundos de simulaciéon se muestran en la figura 11. Para esta
simulacion se utilizaron trayectorias de referencias del ZMP diferentes para las direcciones z
y y, tal y como en [24], con el fin de demostrar que el sistema es capaz de seguir distintas
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trayectorias de manera exitosa. También se puede observar en las graficas que la posicion
del CoM tiene un comportamiento de seguimiento adecuado y movimientos suaves. Debido
al método de preview control, el CoM prevee el cambio en la referencia del ZMP y comienza
a moverse antes de que la referencia cambie.

0.9 0.15
[ zmp ref
081 J( zmp ref | | zmp
07t }{ imp orr (/—ﬂ\\ p\ !
061 (/7 </ 0.05 b ‘\
E o5 f g R
> ] > |
S o4f } g o ) ——
2 03l /) ] g |
8 0.3 7 8 ] [ ‘ I
-0.05
02f / . \ j \
W
) ; 0.1F
0 A
01 . . . . . . 015 . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo (s) Tiempo (s)

(a) CoM y ZMP en x (b) CoM y ZMP en y

Figura 11: Trayectoria del CoM obtenida por preview control

5. Anexos

El cédigo utilizado para generar las graficas de la cinematica directa, el control cinematico
y la generacién del ZMP se puede encontrar en el siguiente repositorio: https://github.
com/DPR00/rle 127.
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